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Abstract. A calculation model for evaluation of sub critical crack propagation high-
temperature creep in metallic plates is proposed. The model is based on the first low of 
thermodynamics on energy balance and the balance of energy change velocity in a metallic 
plate, containing a macro crack and subjected to long-term static loading tension under high-
temperature field effect, thus providing the process of stable creep in the process zone near 
the crack tip. On the basis of above mentioned the equation with original and final conditions 
are obtained  that composed the mathematical model for determining the sub critical crack 
growth period under high-temperature creep in metallic plates.  
 
Дослідженню втрати високотемпературної міцності металевих матеріалів, тобто 
зародженню і поширенню тріщин високотемпературної повзучості в літературі 
присвячено ще мало робіт. Спроб побудувати теорію поширення тріщин 
високотемпературної повзучості відомо, в основному, тільки шляхом опису 
експериментальних даних (див. напр. [1-3]). 
В даній роботі зроблена спроба розробити математичну модель для визначення 
залишкової довговічності тонкостінних елементів конструкцій в умовах 
високотемпературної повзучості. Суть підходу у формулюванні такої моделі полягає в 
наступному. 
 
Математична модель для визначення періоду докритичного росту макротріщини 
в пластині при високотемпературній повзучості 
В основу запропонованої моделі покладений перший закон термодинаміки [4] для 
випадку руйнування пластини з прямолінійною тріщиною довжини 0l  під дією високої 
температури 0T  і довготривалого статичного навантаження p  (рис.1). Пластина 
нагріта рівномірно до високої  температури 0T  (так звана температура повзучості [5]), 
тріщина макроскопічна, навантаження розтягу p  прикладені довільним чином. Треба 
визначити час *tt = , коли в результаті високотемпературної повзучості тріщина 
підросте до критичного розміру *l  і пластина зруйнується. 
Енергетичний баланс процесу росту тріщини запишемо так 
 
,KГWAQ ++=+
 (1) 
де A  – робота зовнішніх сил, яку вважаємо постійною; W  – енергія деформування 
тіла, яку подамо в такому вигляді 
 
( ) ( ) ),(),( 21 θθ tWlWWW plplsp −+= , (2) 
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spW  – пружна складова W ; ( ) ),(1 θlWpl  – частина енергії пластичного деформування, що 
залежить від довжини тріщини l  і кута θ  між напрямком поширення тріщини ( )l∆  і 
віссю абсцис Ox  локальної декартової системи координат Oxy ; ( ) ),(2 θtWpl  – частина 
енергії пластичного деформування, яка затрачена на пластичне деформування при 
постійній довжині тріщини під час інкубаційного періоду підготовки її стрибка, 
залежить від часу t  і генерується самим тілом; Г  – енергія руйнування тіла, яка 
залежить тільки від довжини тріщини; =Q const – величина теплової енергії, яка 
створена зовнішніми джерелами тепла; K  – кінетична енергія, яка в даному випадку 
буде малою величиною і нею будемо нехтувати. 
Оскільки виконується рівняння енергетичного балансу (1), то і буде виконуватися 
рівняння балансу швидкостей зміни енергії, тобто  
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Підставляючи (2) в (3), отримаємо 
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Рис. 1. Схема навантаження пласти-
ни з тріщиною. 
Рис. 2. Схема розкриття вершини 
тріщини і зони передруйнування біля неї. 
 
Звідси, знайдемо швидкість поширення тріщини повзучості dtdlV =  
 
( )
( )( )[ ].12 plsppl WWAГlt
W
dt
dlV −−−
∂
∂
∂
∂
==  (5) 
На основі результатів робіт [4,6], вираз в квадратних дужках запишемо так: 
 
( )( )[ ] ,1 tfplsp WWAГl γγ −=−−−∂
∂
 (6) 
де fγ  – питома енергія руйнування при поширенні тріщини повзучості; tγ  –питома 
енергія пластичного деформування в зоні передруйнування біля вершини тріщини: 
( ) ( )00 IIttIttt δτδσγ += ; tσ  і tτ  – усереднені нормальні і дотичні напруження в зоні 
передруйнування; ( )0Itδ  і ( )0IItδ  – нормальне і дотичне розкриття вершини тріщини. 
Підставляючи співвідношення (6) в рівняння (5), отримаємо: 
 
( ) ( ).2 tfplt
W
V γγ −
∂
∂
=
 (7) 
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Оскільки, далі вважаємо, що тріщина поширюється в напрямку максимально 
можливої швидкості, тобто ( )0=∂∂ θV , із рівняння (7) отримаємо друге кінетичне 
рівняння для визначення напрямку поширення тріщини  
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 (8) 
Для повноти математичної моделі, до рівнянь (7), (8) додаємо такі початкову і 
кінцеву умови 
 ( ) ( ) ,,,0,0
***0 ltlttllt ====  (9) 
де критична довжина тріщини *l  визначається із енергетичного критерію  
 
( ) ft l γγ =* . (10) 
Тут 
*
t – час докритичного росту макротріщини.  
Отже, кінетичні рівняння (7), (8) та умови (9), (10) утворюють розрахункову 
модель для визначення періоду докритичного росту в металевих пластинах тріщини 
високотемпературної повзучості. 
 
Симетричний випадок прямолінійної тріщини. Нехай в металевій пластині 
прямолінійна тріщина розміщена вздовж осі Ox  з початком O  у вершині тріщини. 
Зусилля p  прикладені так, що у пластині утворюється напружено-деформований стан 
симетричний відносно Ox . Тоді рівняння (8) матиме розв’язок 0=θ , тобто тріщина 
буде поширюватися вздовж осі Ox .  
Розглядаючи пластичне деформування зони передруйнування при високій 
температурі, можна припустити, що під час підготовки стрибка тріщини більшість часу 
буде займати процес усталеної повзучості, коли =εt& const або ( ) =0Itδ& const.  
Тут ε&  – швидкість зміни деформації в зоні передруйнування; ( )0Itδ&  – швидкість 
розкриття зони передруйнування.  
Тоді складники рівняння (7) можна записати так 
 
( ),0Ittt δσγ =     Iсtf δσγ = ; (11) 
 
( ) [ ] .)()()()(
00
2
∫∫ −⋅+=
ppt l
Itt
l
ItIttpl dxxdxtxxtW δσδδσ &  (12) 
Тут pl  – довжина початкової пластичної зони біля вершини тріщини (рис. 2);  
ptl  – довжина пластичної зони біля вершини тріщини після інкубаційного періоду 
перед стрибком тріщини; Icδ  – критичне значення )0(Itδ ; 
 
;5,02.0 ntt Aεσσ +=  (13) 
2.0σ  – границя текучості; nA,  – параметри істинної діаграми розтягання 
розглядуваного матеріалу пластини. 
Представимо, як і в роботах [6,7], величину )(xItδ  у зоні передруйнування 
наближено так: 
 
( ) ,1)0()( 2pItIt lxx −≈ δδ  (14) 
довжину пластичної зони pl  знайдемо із співвідношень для макротріщини 
( )EK tIt σδ 2I)0( = ,    22I tp Kl σ= , у  вигляді  
 
.)0( 1−= tItp El σδ  (15) 
Тут Е – модуль пружності; IK  – коефіцієнт інтенсивності напружень. 
На співвідношень (14) і (15), а також відповідних обчислень, рівняння (12) набуде 
вигляду 
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( ) [ ] ).0()0()0(
3
)( 222 ItItItpl t
E
tW δδδ −⋅+= &
 (16) 
Підставляючи співвідношення (6), (7) і (16) у рівняння (5), а також замінюючи t  час it  
інкубаційного періоду, при якому  
( ) ( ) ,00 IciItIt t δδδ =+ &  
для визначення кінетики поширення тріщини високотемпературної повзучості 
отримаємо рівняння 
 ( ).0
)0(6666.0 1
IttIct
ItEV δσδσ
δ
−
−
=
&
 (17) 
Величину у формулі (17) визначаємо, виходячи із таких міркувань. Між деформацією 
матеріалу біля вершини тріщини ε  і її розкриттям )0(Itδ  існує залежність [8] 
 
11 )0( −− = ctItIc εεδδ , (18) 
де cε  – критичне значення tε . 
Звідси, 
 
1)0( −⋅⋅= cIctIt εδεδ && . (19) 
Швидкість деформації повзучості ( )0tε&  і ( )0Itδ&  визначимо так: 
 
,
m
tt Aεε =&    ( ) ( )[ ] ,00 11 mIcItIt A −= δδδ&    ( )11 −= mcIcAA εδ . (20) 
Тут mA,  – характеристики високотемпературної повзучості матеріалу. На основі 
співвідношень (13), (18)-(20) рівняння (17) запишемо: 
 
( )[ ] ( )[ ] .006666.0 1111 −−− −= IttIctmIcItEAV δσδσδδ  (21) 
Для повноти математичної моделі до рівняння (21) додамо початкову і кінцеву умови: 
 
( ) ,0,0 0llt ==      ( ) ,, *** ltltt ==  (22) 
де критична довжина *ll =  визначається із КРТ критерію [8] 
 
.)(
* IcIt l δδ =  (23) 
Таким чином, коли відомі сталі матеріалу cIc mAE εδ ,,,, 1 , період докритичного 
росту тріщин високотемпературної повзучості визначать співвідношення (21)-(23). 
 
Двоякоперіодична система тріщин. Розглянемо нескінчену пластинку 
послаблену двоякоперіодичною системою прямолінійних тріщин довжини l2 , центри 
яких розміщені у вузлах квадратної решітки із стороною d . (рис. 3). 
 
 
 
Рис. 3. Схема навантаження 
пластини, послабленої двоякоперіодичною 
системою тріщин. 
Рис. 4. Графічна залежність 
залишкової довговічності пластини від 
початкового розміру тріщини. 
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Вважається, що пластина нагріта до високої температури, а на нескінченності 
розтягується рівномірно розподіленими зусиллями інтенсивності p , направленими 
перпендикулярно до ліній розміщення тріщини. Задача полягає у визначенні часу 
*
tt = , 
коли довжина тріщини в результаті високотемпературної повзучості підросте до 
критичного розміру ( )
**
ltl =  і відбудеться руйнування. Для розв’язку такої задачі 
рівняння (21), з врахуванням результатів роботи [8], набуде наступного вигляду: 
 
[ ] [ ] ,16666,0 122221 −−= IcImIcIt KKKKEAV σ  (24) 
Для визначення періоду докритичного росту тріщини 
*
tt =  до рівняння (24) додаємо 
початкову і кінцеву умови: 
 
;)0(,0 0llt ==      ( ) ***, ltltt == , (25) 
де критичну довжину 
*
ll =  визначають із критерію Ірвіна [8] 
 
.),(
* IcI KlpK =  (26) 
На основі результатів роботи [9] коефіцієнт інтенсивності напружень IK  для 
даного випадку буде визначатися так: 
 ( ) ( )( ) .2,106,21079,31077,81 186334232221 −−−− =+⋅−⋅+⋅+= ldOlpK I λλλpiλpipiλpi  (27) 
Тоді, з врахуванням (27), співвідношення (24) – (26) набудуть наступного вигляду: 
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( ) ;0,0 0llt ==      ( ) ., *** ltltt ==  (29) 
Розклавши рівняння (28) по степенях λ , отримаємо: 
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Проінтегрувавши рівняння (30), з врахуванням умов (29), отримаємо: 
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Для кількісного аналізу співвідношення (31) задамо конкретні значення механічних 
характеристик і параметрів високотемпературної повзучості для випадку матеріалу 
Allow 100, що досліджувався в роботі [2]. В результаті отримаємо:  
 
,730,109,1 5 MPaMPaE t =⋅= σ   
 
,03,0,53,7,1022,3 41 mdmA ==⋅= −  (32) 
 ml 01,0
*
= ,   .025,5 1CKp =   
Враховуючи це, співвідношення (31) зведемо до вигляду 
53,3
0
853,4
0
1053,5
0
1253,6
0
14
*
1020,31063,31028,11036,1039,0 −−−−−−−− ⋅+⋅−⋅−⋅+= llllt . (33) 
З допомогою співвідношення (33) на рис. 4 побудовано графічну залежність 
залишкового ресурсу 
*
tt =  пластини послабленої двоякоперіодичною системою тріщин  
від початкової довжини тріщини 0l . Як видно з рис. 4, залишкова довговічність 
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пластини 
*
t  суттєво залежить від початкового розміру тріщини і різко зменшується при 
збільшенні 0l .  
 
Висновки 
На основі першого закону термодинаміки, а також основних положень механіки 
руйнування сформульована математична модель для визначення періоду докритичного 
росту тріщин високотемпературної повзучості в металічних пластинах. 
Застосування моделі продемонстровано на прикладі задачі розтягу пластини з 
двоякоперіодичною системою тріщин. 
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